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Teorema (Mordell, 1922)
Sea E/Q una curva elíptica. Entonces, el grupo de puntos
Q-racionales de E, denotado por E(Q), es un grupo abeliano
finitamente generado. En particular, E(Q) ∼= E(Q)tors ⊕ ZRE/Q donde
E(Q)tors es un subgrupo finito y RE/Q ≥ 0.
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Theorem (Mordell–Weil, 1928)
Sea F un cuerpo de números, y sea A/F una variedad abeliana.
Entonces, el grupo de puntos F-racionales de A, denotado por A(F ),
es un grupo abeliano finitamente generado. En particular,
A(F ) ∼= A(F )tors ⊕ ZRA/F donde A(F )tors es un subgrupo finito y
RA/F ≥ 0.



En esta charla: subgrupos de torsión

En los últimos años, ha habido un gran progreso en la clasificación de
grupos de torsión de curvas elípticas sobre distintos cuerpos (de
números y de funciones). Los subgrupos de torsión han capturado
mucha atención...
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La curva elíptica E/Q : y2 + xy + y = x3 + x2

tiene un punto P = (0,0) de orden 4.
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La curva E/Q : y2 − y = x3 − x2 tiene un punto P = (0,1) de orden 5.
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La curva elíptica E/Q : y2 = x3 + 1 tiene P = (2,3) de orden 6.
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La curva elíptica 30030bt1 tiene un punto de orden 12.

y2 + xy = x3 − 749461x + 263897441.



y2 = x3 + (−411864 + 99560
√

17)x + (211240640− 51226432
√

17)
tiene un punto de orden 13 sobre Q(

√
17).
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Subgrupos de torsión de curvas elípticas sobre Q

E1(Q)tors E2(Q)tors . . . Ek (Q)tors . . .

Q

Barry Mazur

Teorema (Conjetura de Levi–Ogg; Mazur, 1977)

Sea E/Q una curva elíptica. Entonces:

E(Q)tors '

{
Z/MZ with 1 ≤ M ≤ 10 or M = 12, or
Z/2Z⊕ Z/2MZ with 1 ≤ M ≤ 4.

Además, cada grupo aparece un número infinito de veces.
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Curvas elípticas con un subgrupo de torsión dado



Aquí trataremos la siguiente generalización del teorema de Mazur:

Sea E/Q la curva elíptica y2 + xy + y = x3 − x2 − 6x − 4 con etiqueta
17.a2 en LMFDB.

E tiene una isogenia (morfismo algebraico) definida sobre Q

E −→ E ′

donde E ′ : y2 + xy + y = x3 − x2 − 91x − 310.

Pregunta
¿Cuáles son las posibilidades de (E(Q)tors,E ′(Q)tors)?
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Sea E/Q la curva elíptica y2 + xy + y = x3 − x2 − 6x − 4 con etiqueta
17.a2 en LMFDB.

De hecho, E = E1 es isógena (sobre Q) a tres curvas (además de
sí misma):
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(E1(Q)tors,E2(Q)tors,E3(Q)tors,E4(Q)tors)?
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Sea E/Q la curva elíptica y2 + xy + y = x3 − x2 − 6x − 4 con etiqueta
17.a2 en LMFDB.

En este caso tenemos:

Este es un ejemplo de grafo de isogenia-torsión, y lo abreviamos
como ([2,2], [4], [4], [2]) de tipo T4.

Pregunta
¿Cuáles son las posibilidades de
(E1(Q)tors,E2(Q)tors,E3(Q)tors,E4(Q)tors) en general?

Primero... ¿qué grafos de isogenia existen sobre Q?
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Teorema
Hay 10 tipos de isomorfismo de grafos de Q-isogenias que están
asociados a curvas elípticas sobre Q.

En particular, hay
4 tipos de grafos L (lineales),
3 tipos de grafos T (torsión 2-primaria),
2 tipos de grafos R (rectangulares), y
1 tipo de grafo S (especial).

Además, sólo 4 de estos tipos de grafos están asociados a curvas con
multiplicación compleja (CM): L2, L4, T4, y R4. Finalmente, el tipo L4
sólo ocurre en el caso CM.
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Hay 37 tipos de grafos de isogenia-torsión sobre Q. En particular, hay
12 tipos de grafos L, 13 tipos de grafos T , 8 tipos de grafos R, y 4 tipos
de grafos S. Además, hay 10 tipos de grafos de isogenia-torsión que
están asociados a curvas con CM sobre Q.
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Teorema (Kenku)
Una curva elíptica es Q-isógena a como mucho 8 curvas (incluyendo a
si misma).

Más concretamente, sea E/Q una curva elíptica y
sea C(E) el número de subgrupos cíclicos Q-racionales de E
(incluyendo el grupo {O}), y
sea Cp(E) el número de subgrupos cíclicos Q-racionales de E de
orden una potencia de un primo p.

Entonces, C(E) =
∏

p Cp(E) ≤ 8. Además, cada factor Cp(E) está
acotado por:

p 2 3 5 7 11 13 17 19 37 43 67 163 resto
Cp ≤ 8 4 3 2 2 2 2 2 2 2 2 2 1.
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Teorema (Kenku)
Una curva elíptica es Q-isógena a como mucho 8 curvas (incluyendo a
si misma). Además, C(E) =

∏
p Cp(E) ≤ 8, hay cotas para cada

Cp(E) y

1 Si Cp(E) = 2 para p > 7, then Cq(E) = 1 para todo otro primo q.
2 Si C7(E) = 2, entonces C(E) ≤ 4. Además, C3(E) = 2, ó

C2(E) = 2, ó C(E) = 2.
3 C5(E) ≤ 3 y si C5(E) = 3, entonces C(E) = 3.
4 Si C5(E) = 2, entonces C(E) ≤ 4. Además, o bien C3(E) = 2, ó

C2(E) = 2, ó C(E) = 2.
5 C3(E) ≤ 4 y si C3(E) = 4, entonces C(E) = 4.
6 Si C3(E) = 3, entonces C(E) ≤ 6. Además, C2(E) = 2 ó

C(E) = 3.
7 Si C3(E) = 2, entonces C2(E) ≤ 4.
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Por ejemplo,

si C(E) = 8, entonces
C(E) = C2(E) = 8 y tenemos el grafo T8:

o bien C(E) = C2(E) · C3(E) = 4 · 2 y tenemos el grafo S:
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Por ejemplo, si C(E) = 8, entonces

Si C(E) = C2(E) = 8 y E no tiene 8-isogenias, entonces E tiene
que tener por lo menos dos 4-isogenias independientes.
O bien E tiene una 8-isogenia, y una 2-isogenia independiente.

En ambos casos llegamos al grafo:
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Estas son las posibles configuraciones que aparecen:
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¿Son las configuraciones

([2,2], [2,2], [4], [4], [4], [4], [2], [2])

ó
([2,6], [2,2], [12], [4], [12], [4], [6], [2])

posibles?
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Primero, clasificamos curvas cuyo grafo de 2-isogenia-torsión es de
tipo T4 con grupos de torsión ([2,2], [4], [4], [2]):

Esta condición determina la imagen de la representación de Galois

ρE ,4 : Gal(Q/Q)→ Aut(E [4]) ∼= GL(2,Z/4Z)

La imagen es un subgrupo de GL(2,Z/4Z) que es conjugado de

H =

{(
1 0
0 1

)
,

(
1 2
0 1

)
,

(
1 0
2 3

)
,

(
1 2
2 3

)}
.
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Sea E/Q una curva elíptica, y sea T2(E) = lim←−E [2n] el módulo de
Tate. La acción de Galois de Gal(Q/Q) sobre T2(E) induce

ρE ,2∞ : Gal(Q/Q)→ Aut(T2(E)) ∼= GL(2,Z2).

Teorema (Rouse y Zureick-Brown, 2014)
Sea E/Q una curva elíptica sin CM. Entonces, hay precisamente 1208
posibilidades para la imágen ρE ,2∞(Gal(Q/Q)), hasta conjugación.
Además, la representación ρE ,2∞ está definida (cómo mucho) módulo
32.
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Primero, clasificamos curvas cuyo grafo de 2-isogenias es de tipo T4,
y el grafo de 2-isogenia-torsión es de tipo ([2,2], [4], [4], [2]):

Esta condición determina la imagen de

ρE ,4 : Gal(Q/Q)→ Aut(E [4]) ∼= GL(2,Z/4Z)

La imagen es un subgrupo de GL(2,Z/4Z) que es conjugado de

H =

{(
1 0
0 1

)
,

(
1 2
0 1

)
,

(
1 0
2 3

)
,

(
1 2
2 3

)}
.

Sea Ĥ ⊆ GL(2,Z2) el mayor subgrupo tal que Ĥ ≡ H mod 4. Usamos
la base de datos de imágenes 2-ádicas de Rouse–Zureick-Brown, y
encontramos que las curvas elípticas con imágen 2-ádica contenida
en Ĥ vienen parametrizadas por una curva modular, X24e en la
nomenclatura de R–Z-B.
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La curva modular X24e es de género 0, y podemos parametrizar las
curvas elípticas como una familia sobre Q(t):

EX24e : y2 = x3 − (27t4 + 27t2 + 27)x + (54t6 + 81t4 − 81t2 − 54),

con j-invariante igual a jEX24e(t) =
(t4 + t2 + 1)3

t4(t2 + 1)2 .

Segundo, parametrizamos las curvas con una 3-isogenia. Estas
vienen parametrizadas por la curva modular X0(3), y son curvas con
j-invariante dado por

j(s) =
(s + 27)(s + 243)3

s3 .

Por tanto, existen números racionales s y t ( 6= 0) tales que

(t4 + t2 + 1)3

t4(t2 + 1)2 =
(s + 27)(s + 243)3

s3 .
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Definamos una curva:

C : (t4 + t2 + 1)3s3 − t4(t2 + 1)2(s + 27)(s + 243)3 = 0

...

y Magma nos dice que tiene género 13!

Si en vez definimos

C′ : (t2 + t + 1)3s3 − t2(t + 1)2(s + 27)(s + 243)3 = 0

entonces hay una función φ : C → C′ tal que (s, t) 7→ (s, t2). La curva
C′ es de género 6.

La curva C′ tiene un automorfismo

ψ : (t , s, z) 7→ (−tz − z2, ts, tz),

y la curva cociente C′′ = C′/〈ψ〉 tiene género 2, con ecuación:

C′′ : y2 + x2y = −x5 − x4 + 4x3 − 2x2 − 9x + 2.
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Un descenso demuestra que la variedad jacobiana J(C′′)/Q es de
rango 0, y por tanto podemos usar el método de Chabauty para
calcular los puntos racionales de C′′. Estos son [−2,−2,1] and [1,0,0]
en coordenadas proyectivas.

A través de la función C′ → C′/〈ψ〉 = C′′ obtenemos los puntos
racionales de C′:

[t , s, z] ∈ {[−1,0,1], [0,0,1], [0,1,0], [1,0,0]}.

Todos estos puntos tienen t = 0 ó s = 0, y por lo tanto corresponden a
cúspides de la curva C. Esto demuestra que las configuraciones
de tipo S que buscabamos no existen (sobre Q!).
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“Si por casualidad he omitido algo
más o menos apropiado o necesario,

Le ruego perdón,
ya que no hay nadie sin culpa

ni circunspecto en todos los asuntos.”

Leonardo Pisano (Fibonacci), Liber Abaci.

Álvaro Lozano-Robledo (UConn) Isogenia-Torsión LATeN, 20 Mayo 2020 41 / 41


